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FRBUNDSCHAFTLICH GEWIDMET 
EINLEITUNG 
Die hier zu betrachtenden ebenen Gebiete sind durch die Eigenschaften 
gekennzeichnet, nur endliche Punkte zu enthalten und jede Gerade einer 
gewissen Parallelenschar, wenn iiberhaupt, so nur in einer, endlichen oder 
unendlichen, Strecke zu schneiden. Sie sind offensichtlich einfach zusammen- 
hangend. Das untersuchte Gebiet (li liege in der w-Ebene und die erwahnte 
Richtung sei die der imaginaren Achse. 
Abschnitt 1. enthalt eine eingehende Analyse des Randes. Es wird gezeigt 
(fur die genaue Definition der Begriffe vgl. 1.1.): Die Begrenzung von 
8 besteht aus vier Teilen: der unteren, der oberen, der linken und der 
rechten Begrenzung. Zwei von ihnen k6nnen nur den Punkt co gemeinsam 
haben. Im wesentlichen la& sich, von einem Ausnahmefall abgesehen, die 
Menge der Primenden in entsprechender Weise einteilen. Die zum unteren 
und oberen Rand gehiirigen Primenden sind alle von 1. oder 2. Art, wahrend 
der linke und der rechte Rand such aus je einem Primende 3. oder 4. Art 
bestehen kann, anderenfalls aber aul3er Primenden 1. Art hiichstens zwei 
solche von 2. Art. enthalt. 
In Abschnitt 2. betrachten wir eine konforme Abbildung von (si auf einen 
beiderseits unendlichen horizontalen Parallelstreifen in der z-Ebene von 
endlicher oder unendlicher Breite, G bzw. f, (Halbebene) mit der 
Normierung: das Bild des unteren und oberen Randes von 8 sol1 bzw. im 
unteren und oberen Rand von 6 oder 5 liegen. Es wird bewiesen, daB fiir 
die Abbildungsfunktion w = f(z) gilt: Ref’(z) > 0 und da8 diese Bedingung 
such hinreichend ist dafiir, das f(x) ein Bild von dem betrachteten Typus 
ergibt. Ferner la& sich ein Ergebnis aus 1. unmittelbar dahingehend deuten, 
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dal3 Ref(z), von abzahlbar vielenl Randpunkten abgesehen, wohlbestimmte 
Randwerte besitzt. 
1. DER RAND 
I .l. Fur die Untersuchung des Randes von 0 werden zunachst einige 
(meist bekannte) Begriffe, Bezeichnungen und Tatsachen in einer fur den 
vorliegenden Zusammenhang geeigneten Form zusammengestellt. (Vgl. 
hierzu [l] und [2]; die dort gemachte Voraussetzung, 0 sei beschrinkt, ist 
unwesentlich.) 0 bedeute dabei vorerst irgendein einfach zusammen- 
hangendes Gebiet in c. 
Unter dem Rand von 0, 30, werde die Menge der Primenden an 0 
verstanden. Dagegen ist mit Begrenzung von 0 gemeint: 0 r\ CS. 1st 
p E 80, so bezeichnen wir mit [p] seinen Abdruck; der Abdruck einer Menge 
‘$3 von Primenden ist definiert durch: [‘$J] = UwrD[p]. Die Begrenzung 
von 0 ist also mit [a01 zu bezeichnen. Die Elemente von [a01 heiRen 
Begrenzungspunkte. Davon zu unterscheiden ist der Begriff des Randpunktes, 
den wir duch die folgende Festsetzung erkliiren: 
DEFINITION. (a) Eine gegen [a01 strebende Folge (w,): C 0 bestimmt 
einen Randpunkt w, wenn nachstehende drei Bedingungen erfiillt sind: 
(al) (w,) konwergiert in C gegen einen Punkt w. 
(aJ (wy) konvergiert gegen ein Primende p an 0. 
(a.J die vorige Bedingung ist such fiir jedes 0 umfassende einfach 
rusammenhtingende Gebiet erfiillt, dessen Begrenzung w enthiilt.= 
(b) Zwei solche Folgen bestimmen den gleichen Randpunkt w genau dann, 
wenn ,jede durch ihre Vereinigung gebildete neue Folge dieselben Eigenschaften 
besitzt. 
w (vgl. a,) heiRt die Koordinate von w und wir schreiben: w = [CO]. Wir 
sagen, (wJ konvergiere gegen w und schreiben w, -+ w (Verwechslungen 
mit w, + w sind durch den Begleittext auszuschleiBen). Gibt es mehr als 
einen Randpunkt mit [w] = w, so hei& w ein vielfacher Begrenxungspunkt 
und seine Vielfachheit ist gleich der Kardinalzahl der Menge der w mit 
[w] = w.~ 1st p das in (aa) genannte Primende, so sagen wir, w gehijre zu p 
r Abzahlbar heigt: endlicb oder abziihlbar unendlich. 
2 Die Bedingung (aa) umfagt (a2) und (al). Diem werden trotzdem zu besserer 
Verstindlichkeit wie such fur spPtere Bezugnahme besonders formuliert. 
3 LB& man (a,) in der Definition des Randpunktes weg, so wird man auf den 
Caratheodoryschen Vielfachheitsbegriff eines Begrenzungspunktes geftihrt; vgl. [l], 
Nr. 44. 
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oder liege inp. Entsprechend ist der Ausdruck erklart: w gehiirt einer gewissen 
Teilmenge von a6 an. Der Abdruck eines Primendes besteht aus der Menge 
der Koordinaten der ihm angehijrenden Randpunkte. Es ist aber miiglich 
und wir werden das durch Beispiele belegen, da0 es fur w E [‘I mehrere in p 
liegende Randpunkte w mit [w] = w gibt. Urn Schwerfalligkeiten der Aus- 
drucksweise zu vermeiden, machen wir, wenn kein MiBverstlndnis miiglich 
ist, nicht immer den Unterscheid zwischen w und [w]. 
1st I ein in 6 liegender und gegen [a@i] strebender orientierter Weg, so 
bezeichnen wir als seine Hiizfungsmenge die Menge der Begrenzungspunkte, 
die als Grenzwerte irgendwelcher I angehorender konvergenter Folgen 
auftreten konnen. Dagegen heil3e die Menge der Randpunkte, die durch 
irgenwelche derartige Folgen definiert sind, die Randmenge von 1. 
Gibt es fiir einen Randpunkt w einen Weg 1 C 6, dessen Randmenge aus w 
allein besteht, so hei& w ein erreichbarer Randpunkt. [w] ist dann die 
Haufungsmenge von 1. Wenn umgekehrt w E [a@?] die Haufungsmenge 
von 1 ist, so gibt es einen erreichbaren Randpunkt w mit [a] = w. 
1st w ein erreichbarer Randpunkt, I ein zugehijriger Weg, so erftillen 
die zusammenhangenden, 1 schneidenden und ganz in 8 liegenden 
Kreisbogen 1 w - [WI/ = r mit 0 < Y < T,, mit beliebigem r0 ein einfach 
zusammenhangendes Teilgebiet von 6, zu dessen Begrenzung [w] gehbrt und 
dem fast alle Elemente jeder w definierenden Folge angehoren. Es gilt also 
folgendes 
KRITERIUM fiir erreichbare Randpunkte w : {w : j w - [w]l < Y} enthiilt 
bei beliebigem Y > 0 eine Komponente, der fast alle Elemente jeder w defnierenden 
Punktfolge angeh&wz. 
Gehijrt der Randpunkt w dem Primende p an, so heiBe er Hauptpunkt 
von p, wenn er zur Randmenge jedes Weges gehort, der gegen p strebt, 
andernfalls Nebenpunkt von p. 1st w in diesem Sinne Hauptpunkt, so ist es 
[w] im Sinne der Caratheodoryschen Terminologie und w E [a@] ist dann 
und nur dann Hauptpunkt nach Caratheodory, wenn es einen Hauptpunkt w 
inp gibt mit [w] = w. (Vgl. [I], Nr. 43.) 
Man kann die Primenden von 8 zyklisch ordnen ohne Bezugnahme auf 
eine konforme Abbildung. Ein in 6 verlaufender orientierter Weg I 
konvergiert gegen ein Primende, wenn er beim Durchlaufen im positiven 
Sinn jeden der dieses Primende bestimmenden Querschnitte trifl? und 
schliel3lich jenseits eines jeden solchen Querschnittes bleibt. Wenn zwei 
Wege je gegen ein Primende konvergieren, so stimmen diese Primenden 
dann und nur dann iiberein, wenn sich die beiden Wege immer wieder durch 
beliebig kurze Bogen in 6 miteinander verbinden lassen. Wir wahlen einen 
beliebigen Punkt PO, E 6 und denken uns zu jedem Primenden p einen von 
w0 ausgehenden und nachp konvergierenden Weg, der sich zunachst monoton 
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von w,, entfernt. Ohne Beschrtinkung der Allgemeinheit kann angenommen 
werden, zwei solche Wege hatten keinen von ws verschiedenen Punkt 
gemeinsam. Urn w,, beschreiben wir eine ganz in 8 liegende Kreislinie K mit 
hinreichend kleinem Radius, so daR sie jeden der genannten Wege genau 
einmal trifft. Die Schnittpunkte sind auf k zyklisch geordnet und wir uber- 
tragen diese Ordnung auf die Primenden, wobei wir von einem positiven 
Umlauf urn w0 ausgehen. Aufgrund der oben gegebenen Kennzeichnung von 
Wegen, die gegen das gleiche Primende konvergieren, sieht man, dal3 diese 
zyklische Ordnung der Primenden unabhangig von der Auswahl der Wege ist. 
1.2. Von jetzt an bedeute 8 ein in der imaginaren Richtung konvexes 
Gebiet. g, bezeichne die Gerade dieser Richtung mit Re w = u: 
g, = {w : Re w = u}. 
Sie sei orientiert im Sinne wachsender Werte von v = Im w. g, sei die 
AbschlieDung von g, in e. Die Bezeichnung g, hat such fiir u = “foe 
Sinn: g-, = g,, = 00.~ Wir setzen s, = g, n 0. Nach Voraussetzung ist 
s, zusammenhangend oder leer. Die Menge der u mit s, # o ist ein offenes 
endliches oder unendliches Intervall: 
s, # % fur 24 E (a, b), -co~a<bf+ccl. 
Wir fiihren nun folgendermaaen die beiden Funktionen 6, and 6, ein: 
fur uE(a,b): ai( = jnJ Im 20; 
w 
79,(u): = zp Im w. 
u 
Wir zeigen: Sr(u) ist oberhalb, as(~) ist unterhalb stetig. 
Es gent&t, die erste Behauptung zu beweisen. Zweierlei ist zu zeigen: 
ai < + co fur alle u; wenn a,(~,,) < c, so gibt es eine Umgebung von u,, , 
fiir deren Punkte ebenfalls ~Yr(u) < c gilt. Die erste Aussage folgt aus 
g, n 8 # 0. Zum Beweis der zweiten setzen wir 9,(u,) = vs und wahlen 
E < c - v,, und auBerdem so klein, das u0 + i(v, + l ) E (5. Dann gibt es ein 
6 = 6(e), so da0 fur u E (us - S, u,, + 6) such u + i(v, + E) E (ti. Fur diese 
u ist also ai < v0 + E < c. 
Fiir v = 8,(u) ist u+ivE[XYJ, 
fiir v < w4 ist u + iv E [LX51 oder u + iv E CB. 
1st vr > -co von der letzgenannten Art, so gilt dasselbe fur u + iv 
mit --co <v <vt. Ware namlich u + iv E [X5], so gabe es, wie wir 
zeigen werden, eine zu g, benachbarte Parallele, deren Durchschnitt mit (li 
nicht zusammenh%ngend ist. Wir schreiben vortibergehend u,, statt u. 
g,,n CB ist eine aufguO offene Punktmenge, die aus offenen Intervallen besteht, 
4 Mit co wird der uneigentliche Punkt van 43, mit T CL) werden die beiden un- 
eigentlichen Punkte van Iw bezeichnet. 
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unter denen es mindestens eines von endlicher Lange gabe, wenn die 
Behauptung falsch ware. Es sei (Q , ~1~) ein solches Interval1 mit 
va < va < a,(~,,). Dann ware ws = us + iv, E [85] und in jeder Umgebung 
von w2 gabe es Punkte aus 6. Wir wahlen vp E (va , v3) und Q E (z~~(z+,), T~~(zJ,,)). 
Dann ist w4 = u,, + iv, E CC5, zq, + iv, E 6 und es gibt ein 6 > 0, so da8 
die horizontale Strecke 
so = {w = 24 + iv, : 1 21 - u. / < S} C 8, 
dagegen die horizontale Strecke 
s, ={w =u+iv,: /u-u,/ <6}CCE. 
Wir wahlen S < v, - vs. In einer &Umgebung von wa wahlen wir 
w’ = u’ + iv’ E 6. Dann ist v’ < v, < v0 . Auf der Geraden g,’ liegen die 
Punkte w,’ =g,~ n s,,EO und w’E@, getrennt durch g,, n QE Ci5. 
g,’ E 6 ware also nicht zusammenhlngend. Entsprechende Uberlegungen 
gelten beziiglich as(u). Das Ergebnis Iti& sich such dahingehend formulieren, 
dal3 g, n [%I f iir u E (a, b) aus genau zwei Komponenten besteht. g, 
zerfallt also im allgemeinen in fiinf Abschnitte, fur die, im Sinne wachsenden 
Imaginarteils aufgezahlt, gilt: 
46 c I%, 4 c [a@], s,C% G c [=I, s; c CG. 
s,’ und SC kijnnen leer sein. su’, s, und s”, sind offen, sul und su2 sind abge- 
schlossen, wenn wir sie bei leerem su’ oder st durch den Punkt ~0 erganzen. 
Bezeichnen wir mit g,l und gu2 einen unteren und einen oberen Abschnitt 
van g,, getrennt durch einen inneren Punkt von 03, mit ~~1, &s ihre 
AbschlieBung in c:, so ist also 
s: =gu’n cc5, s,’ = gi n [X5], 
s,=g,n% (1) 
S: = gu” n [acti], s;=gt nCF. 
Wir setzen: 
vs:=Gl, &:=Ga. 
u 
1st us E (a, b), so besteht G, \ s& (L = 1,2) aus zwei Komponenten: 
G, \ G, = (G,n{w:Rew<u,})u(G,n{w:Rew>u,}). (2) 
Gr oder G, kann aus cc allein bestehen. G, = co z.B. bedeutet: Q2(u) = + co 
fur alle ZJ. Von dem Fall, dal3 G1 und Ga in dieser Weise ausarten, kijnnen wir 
absehen (6 ist dann ein vertikaler Parallelstreifen von endlicher oder unend- 
lither Breite); wir lassen nur G, = co zu. 
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Die iibrigen Teile von [LX51 liegen auf gob und & . Wir fiihren die 
Bezeichnungen ein: 
G = g, n P@l, G, = g, n [X5]. 
Ebenso wie bei s”, und s”, erkennt man, dal3 G, und G, zusammenhangend 
sind. Es ist 
[%I = Gr u Gb u G, u G, . (3) 
Diese vier Teile von [X5] mijgen bzw. die untere, die rechte, die obere und 
die linke Begrenzung heiBen. Irgend zwei dieser vier Mengen konnen nur 
den Punkt co gemeinsam haben. 
1.3. Wir untersuchen zuerst die Randpunkte o mit [w] E Gr u G, und 
ihre Zugehijrigkeit zu Primenden, soweit deren Abdruck ebenfalls in 
Gr u Ga liegt. Wir werden zeigen: 
SATZ: Ein Primende, dessen Abdruck einen endlichen Punkt mit G, gemeinsam 
hat (c = 1, 2), ist von 1. oder 2. Art mit end&hem Hauptpunkt und sein Abdruck 
lie@ ganx in einer Strecke s; . Auf j e d er s: liegen die Abdriicke von hiichstens 
zwei Primenden 2. Art. 
Der Beweis erfordert einige Vorbereitungen. 1st w ein innerer Punkt des 
Intervalls st , so gibt es miiglicherweise Punktfolgen in 8, die von links, 
andere, die von rechts gegen w konvergieren. Wenn zwei solche Folgen 
je einen Randpunkt bestimmen (es ist noch nicht geklart, unter welchen 
Voraussetzungen die Bedingungen (aa) und (aa) der Definition in 1.1. erfiillt 
sind), so handelt es sich urn verschiedene Randpunkte; denn such wenn (a,) 
fiir jede Vereinigungsfolge erfiillt ist, so trifft das nicht fur (as) zu, wenn die 
dort erwahnte Erweiterung von oj das von einer Teilstrecke von s; begrenzte 
Gebiet ist, die w enthilt. Wir unterscheiden daher das linke und das rechte 
Ufer von g, , g;; und gt . Unter st und s”,’ verstehen wir die Menge der 
Randpunkte W, fiir die gilt [w] E s: und jede w definierende Folge liegt 
in Rew <u bzw. Rew >u. 
Urn eine Kennzeichnung fur erreichbare und nicht erreichbare Randpunkte 
geben zu kBnnen, fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein: 
i&$(u - 6) ==: 755(u), “6% iJ‘(U + 6) =: 8%(u), 
lim S,(u - 6) =: 9,-(u), lim 8‘(u + 6) =: o,+(u), (4) 
= 
- 
z 
- 
wobei fur die definierten Werte such -co (L = 1) bzw. + cc (I = 2) 
zugelassen ist. Wegen der Halbstetigkeit von 6, and 6, gilt: 
q(u) < %(u), 5(u) b %(u)* 
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Die weiteren Uberlegungen fiihren wir nur fiir Gr und fur das linke Ufer 
einer g, durch; sie verlaufen in den anderen Fallen analog. Wir setzen 
vorllufig voraus: 
a,(u) < 8,-(u) < a,(u). (5) - 
Zu jedem E > 0 gibt es beliebig kleine S > 0, so daD 6,(u - 8) < 8:((u) + E. 
Dabei ist, falls r?;(u) = - co, unter der rechten Seite dieser Ungleichung 
ein beliebiger enxcher Wert zu verstehen; “hinreichend kleines E” bedeutet 
dann, dal3 dieser Wert unterhalb einer gewissen Schranke liegen ~011. Die 
zugehijrigen Geraden g,-, verlaufen also bei hinreichend kleinem E fur 
Im w = z, E (8;(u) + E, 8,(u - 6)) in 8. - 
Aus der Unterhalbstetigkeit von 6,(u) und aus F(u) - E < 6,(u) < S,(u) 
folgt fur all hinreichend kleinen unter diesen 6: q(u) - E < 6,(u - S). 
Es gibt also Geraden g,-, mit beliebig kleinem 8, fur die das Interval1 
(6;(u) + E, @(zJ) - l ) in ($5 liegt. Ferner gibt es zu jedem E > 0 beliebig 
kleine 6 > 0, so da0 6,(u - 6) > 8?(u) - E. Fiir die zugehorigen g,-, liegt 
also der Abschnitt z, < 8y(u) - E in CS. Entsprechend sieht man: alle g,-, 
mit hinreichend kleinem 6 verlaufen bei 
bei v (8;(u) - E in CO. Die Ergebnisse lassen sich in nachfolgendem 
Schema>usammenfassen und durch dessen letzte Spalte interpretieren; 
die Nichterreichbarkeit der angegebenen Randpunkte folgt dabei aus dem 
in 1 .I. angegebenen Kriterium, denn fiir solche w ist der Durchschnitt 
jeder linken r-Halbumgebung von [w] mit 65 nicht zusammenhangend. 
Bei hinreichend kleinem E > 0 gilt unter der Voraussetzung (5): 
Das Interval1 
<q4 + E7 404) 
liegt fur 
fast alIe g,-, 
in 6 
<K-(4 + E, qq - e> 
je unendl. viele 
- g,-, in ($5 und 8 
fast alIe g,-, 
(- a, a;(u) - l > in l$ - 
5 D.h. alle mit hinreichend kleinem 6. 
und besteht auf g; aus 
erreichbaren Randpunk- 
ten von 8 
nicht erreichbaren Rand- 
punkten von 6 
inneren Punkten oder 
erreichbaren Randpunk- 
ten von Ci5. 
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Berucksichtigt man, daW diese Aussagen fur beliebig kleine E > 0 gelten, so 
ergeben sich die Zeilen 2 und 4 der Spalte 1 der nachstehenden Tabelle, 
die, wie leicht zu sehen, such richtig bleibt, wenn in (5) ein oder beide 
Zeichen < durch = ersetzt werden. Die tibrigen Aussagen dieser Tab&e 
folgen in analoger Weise. 
C%@), S&)> <%(u), %(@)) - 
erreichbare 
<q(u), J%(u)> <%u), %(u)> 
Randpunkte (6) 
(6,(u), q+ (q$ q(u)> 
nicht erreichbare 
<6;(u), q-(N) <i%(U)> q(u)). - 
Urn den Beweis unseres Satzes zu erbringen, zeigen wir nun: die nicht 
erreichbaren Randpunkte auf st- und sh’ liegen alle im gleichen Primende, 
wie der erreichbare Randpunkt mit v = 8?(u) bzw. v = 87(u). Die beiden 
letztgenannten Punkte kijnnen identisch sein; das trifft zu, wenn 
F(u) = q(u) = 8&L). (7) 
In diesem Fall gehijren also die nicht erreichbaren Randpunkte auf si- und s’,’ 
zu dem entsprechenden Primende. In beiden Fallen wird der Abdruck des 
Primendes durch die Koordinaten der genannten Randpunkte erschijpft. 
Ehe wir diese Aussagen beweisen, sei folgendes bemerkt: erst mit dieser 
Zuordnung der Randpunkte auf s’,- und s’;’ zu je einem Primende ist nach- 
traglich klargestellt, da13 jeder Punkt auf SE- und auf s’;” ein Randpunkt im 
Sinne unserer Definition ist. Denn die zu beweisende Behauptung besagt: 
eine Punktfolge, die im gewiihnlichen Sinne gegen einen Punkt z.B. auf 
sl- konvergiert, konvergiert gegen ein bestimmtes Primende; d.h. (a,) der 
definition 1 .l. ist erftillt. Dann ist aber such (as) erfiillt, denn andernfalls 
gabe es zwei Punktfolgen in 8, die gegen w E sp konvergieren und die in 
einer Erweiterung Q’ mit w E [X5’] gegen zwei verschiedene Primenden an 
8’ streben. Sie mu&en daher in einer hinreichend kleinen Umgebung von w 
durch Ccli’, also such durch CS 3 CO’ getrennt werden. Wenn (7) gilt, so 
geben zwei Randpunkte gleicher Koordinate auf s’; und s’;’ ein Beispiel 
fiir verschiedene Randpunkte gleicher Koordinate, die demselben Primende 
angehoren. 
Fur den zu fiihrenden Beweis nehmen wir zuerst an, da8 (7) nicht gilt und 
beschranken uns auf die auf s’,- beztigliche Behauptung. Es ist zu zeigen, dal3 
es in 8 eine Folge von Querschnitten gibt, die gegen wr = u + ia; streben, 
keine gemeinsamen Endpunkte haben und je ein Teilgebiet von 8 abtrennen, 
das fast alle Elemente einer beliebigen Folge (w,) enthalt, die gegen einen 
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Punkt des Intervalls (6; (u), q(u)) auf s:- konvergiert, wahrend dieselbe 
Aussage fur keine and%e Folge aus 6 zutrifft, die im gewiihnlichen Sinne 
konvergiert. Wir nehmen zunachst an: q(u) < 6,(u). Fur jedes E > 0 gilt: 
es gibt beliebig kleine 8, also such 6 < c, so daB?;(zl) - E < iE,(u - 6) 
und fur all hinreichend kleinen 6 ist 6,(u - 6) < S;(u) + E. Daraus folgt: 
bei hinreichend kleinem E liegt fur unendlich viele 6 < E das Interval1 auf g,-, 
mit ZI E (8r(u - 6) q(u) + ) 4 in 6, auBerdem in einer 2r-Umgebung von 
w1 , und der Punkt auf g, : u + i(@u) + 6) ist ein von links her erreich- 
barer Begrenzungspunkt. Fiir eine streng monotone Nullfolge von Werten E 
und eine entsprechende streng monotone Nullfolge von Werten 6 < E 
bilden also jeweils die beiden folgenden Strecken einen in einer 2+Umgebung 
von wi liegenden Querschnitt von 6: von dem Begrenzungspunkt 
(u - 8) + ziY,(u - S) langs s,_~ nach (u - 6) + i(q(zl) + E), von dort 
horizontal nach g, . Diese Folge von Querschnitten hat die geforderten 
Eigenschaften. 
1st aber I = 6,(u) > @( II , so andern wir die Konstruktion folgen- ) 
dermaBen ab: die Horizontale des in gleicher Weise konstruierten Strecken- 
zuges, die nun g, in Q trifft, verfolgen wir urn e nach rechts iiber g, hinaus 
und gehen vom Endpunkt aus urn die Strecke 2~ nach unten, dann urn E 
nach links, womit wir (bei hinreichend kleinem 6) auf s$+ in dem Interval1 
(q(u), 6,(u)) stoBen. 
Wenn schlieBlich (7) gilt, so fiihren wir die Horizontale des ersten Strecken- 
zuges iiber g, hinaus bis zu einer Abszisse u + a’, 6’ < E, fiir die 
6,(u + S’) > iy(u) - E ist und gehen dann langs gu+*, bis zu dem Begren- 
zungspunkt (u + 8’) + i8,(u + S’). 
1.4. Wir untersuchen nun die Randpunkte w mit [w] C G, u Gb und 
ihre Zugehijrigkeit zu Primenden. 1st a = --co oder b = + cc, so liegt je 
ein einziges Primende 1. Art vor. Bei endlichem a oder b ubernehmen wir, 
soweit sinnvoll, die Bezeichnungen (4) fur u = a und u = b, wobei aber die 
Werte &co uneingeschrinkt zugelassen sind. Zur Vereinfachung der 
Schreibweise lassen wir den oberen Index + und - bei ?I = a bzw. u = b 
als selbstverstandlich weg, meist aber such das Argument a oder b, wofern 
nicht G, und Gb zugleich betrachtet werden. Offenbar ist 
G, = {w : Re w = L, Im w E (r&(1(~), &a(~))}, 
Es sind die Falle zu unterscheiden: 
L = a, b. 
Wir werden zeigen: 
(8) 
(9) 
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SATZ. Gilt (8) fiir a und b (-co < a < 6 < + co), so gibt es einen 
Ausnahmefall, in dem der Abdruck tines Primendes 2. Art-es he@e p,,-mit 
Hauptpunkt co sich auf G, , G, = w and G, verteilt und sie ausfiillt. Sonst 
besteht bei Giiltigkeit van (8) G, bzw. Gb aus Abdriicken von Primenden 1. 
oder 2. Art, wobei die letztgenannten jeweils hcchstens in der Anzahl2 auftreten 
und dann endliche Hauptpunkte haben. Bei Giiltigkeit von (9) besteht G, 
bzw. Gb aus dem Abdruck eines einzigen Primendes 3. oder 4. Art. 
Beweis. (a) Wir nehmen (8) an. Man erhalt die folgende Tabelle, die 
entsprechend wie (6) begriindet wird: 
auf G, bzw. G, 
erreichbare 
nicht erreichbare 
Randpunkte 
Die nicht erreichbaren Randpunkte sind, falls vorhanden, wiederum die 
Nebenpunkte fur das Primende 2. Art, dessen Hauptpunkt der das angegebene 
halboffene Interval1 abschliel3ende rreichbare Randpunkt ist. Es gibt also z.B. 
zwei Primenden 2. Art mit Abdruck auf G, oder Gb und auBerdem ein 
Kontinuum von Primenden 1. Art, wenn in (8) das Ungleichheitszeichen 
gilt und die beiden halboffenen Intervalle in (10) nicht leer sind 
ein Primende 2. Art und keines von 1. Art, wenn mindestens eines der 
letztgenannten Intervalle nicht leer ist und in (8) das Gleichheitszeichen gilt. 
Auf die vollstandige Aufzahlung aller sonstigen Miiglichkeiten darf ver- 
zichtet werden. Besonders zu beachten ist jedoch der Fall-es ist die im Satz 
hervorgehobene Ausnahme- , daR as(u) = +co fur alle u E (a, b), also 
G, = og und 
%(a> < K(a) = + a, 
8,(b) <8,(b) = + co. 
Dann bestehen G, und G, , von einem in co liegenden erreichbaren Rand- 
punkt abgesehen, aus den Nebenpunkten eines Primendes p,, 2. Art mit 
Hauptpunkt co. Dieses kann iibrigens such einen oder zwei Nebenpunkte 00 
enthalten, n&nlich wenn 8,(a) = - co oder 9,(b) = - 00 ist. Das ist ein 
weiteres Beispiel fur verschiedene Randpunkte gleicher Koordinate, die 
demselben Primende angehiiren. 
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(b) Liegt aber (9) vor, so haben wir insgesamt die Ungleichungen: 
19,<lYE,<zi&,. (11) - - 
Es wird sich ergeben: G, oder G, ist Abdruck genau eines Primendes 3. 
oder 4. Art, je nachdem, ob in der ersten und letzten Ungleichung (11) 
beide Male das Gleichheitszeichen oder mindestens einmal das Ungleichheits- 
zeichen gilt. In beiden Fallen sind die Hauptpunkte die Punkte des Intervalles 
(8s , a), im zweiten Fall sind die Nebenpunkte die der Intervalle (& , 8s) -- 
&l (6, , 8s). Wir fiihren den Beweis fur G,, . Wir setzen [vgl. (l)] 
-- 
Fiir jedes hinreichend kleine P > 0 gibt es beliebig kleine S > 0, derart, dal3 
Si-_, , im Sinne wachsender v-Werte durchlaufen, oberhalb von q - E 
endigt; ebenso gibt es beliebig kleine 6 derart, dal3 Sfe8 unterhalb von 
8s + E beginnt. (Die Aussagen sind fiir 6 = + CO und 8, = - co leicht 
E interpretieren.) Daraus folgt zunkhst aufgrund des Kzteriums in l.l., 
daB alle Punkte auf G6 nicht erreichbar sind. Sei nun vs E (8s , q). Dann gibt 
es bei beliebig kleinem 6 > 0 u1 und us mit b - 6 < q < c < b, derart, dal3 
ill + iv, E St, , ug + iv, E s:, . Wir ersetzen bei festgehaltenem us den 
Wert ur durch den grbBtm6glichen unter Wahrung der genannten Eigen- 
schaften, der nun mit u, bezeichnet sei, dann bei festem u, den Wert us 
durch den kleinstmoglichen, der nun us heil3e. Dann ist ui + ivt, E Gr , 
us + iv, E Gs und die Strecke s = (u + iv, : u1 < u < 11s) ist ein Quer- 
schnitt in 0. Er trennt ein Teilgebiet ab, zu dessen Begrenzung nach (2) 
G, n {w : Re w > u,> (L = 1,2) gehiiren. Daher gehiiren ihm alle s, mit 
us < u < b an, also alle w E 0 mit Re w > us und Gb liegt auf seiner 
Begrenzung. Wenn also 8 eine monoton abnehmende Nullfolge durchliuft, 
so gibt es eine entsprechende Folge von Querschnitten, die gegen b +iv,, 
konvergieren und die eine Folge von ineinander geschachtelten Teilgebieten 
von 0, also ein Primende p, bestimmen, dessen Abdruck Gb ist und fur das 
b + iv,, Hauptpunkt ist. Das gilt fur alle v, E (6,, I??), und da die Menge 
der Hauptpunkte abgeschlossen ist, such fur (8s , q), wie oben behaup- - 
tet. 
Die Menge der Hauptpunkte im Abdruck eines Primendes ist der Durch- 
schnitt der Haufungsmengen aller gegen das Primende konvergierenden 
Wege. Urn also die Behauptung betreffend die Nebenpunkte in Gb zu 
beweisen, geniigt es, zu zeigen, da13 es Wege in 0 gibt, die gegen pa konver- 
gieren, aber H&rfungsmengen haben, die eines der Intervalle <8i , 8s) und -- - -. (& , 8s) auf G, nicht enthalten. Solche Wege gewinnen wir, indem wir die 
409/3413-15 
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oberhalb stetige Funktion 8, und die unterhalb stetige Funktion 8, durch 
stetige Funktionen 8: bzw. S,* so approximieren, da8 
und 
v = 8:(u) und v = 8:(u) stellen Wege dar, wie wir sie brauchen. 
1.5. Wir kijnnen nun, abgesehen von dem Ausnahmefall von Satz 1.4., 
N5 in (im allgemeinen) vier Teile a,%, &,6, a@, a,6 zerlegen, entsprechend 
der Zerlegung (3) von [LK$YJ. 
DEFINITION. Wenn p E S, so ist p E a,@ (L = 1, a) falls [p] E G, undfalls 
auJerdem gilt: entweder [p] # 00 oder [p] = CO und es gibt einen Weg 1 C 8, 
der bei I = 1 mit abnehmendem Imaginiirteil und auf ein echtes Teilintervall 
von (a, b) beschranktem Realteil, bei L = a mit abnehmendem Realteil gegen p 
konvergiert. a,@ und a,,@ werden erkliirt, indent man “abnehmend” durch 
“wachsend” ersetzt. 
Man sieht leicht, da8 mit Ausnahme von p,, jedes Primende zu mindestens 
einem der vier Teile 3‘6, L = 1, 2, a, b, gehiirt. Zwei von ihnen kiinnen nur 
Primenden mit [p] = 00 gemeinsam haben. Wenn p E a,6 n &6, so miissen 
die gemal Definition zugehorenden Wege l1 und 1, mit abnehmendem bzw. 
wachsendem Im w und beschranktem Re w in jeder Umgebung von co 
innerhalb 6 verbindbar sein. Das ist nur moglich, wenn ($5 eine linke oder 
eine rechte Halbebene enthalt. Dann gehort aber p such zu a,% bzw. a,6 
mit a = --00 oder b = +CO. 
a,ctj ist niemals leer; das folgt aus Gr # CO, vgl. 1.2. &&I5 kann leer sein. 
Das trifft genau dann zu, wenn G, = CO und wenn auDerdem in G, u Gb 
der Abdruck eines Primendes 2. Art liegt, dessen Hauptpunkt nach co fallt. 
Wenn dieser Abdruck nicht auf G, oder Gb aliein liegt, so handelt es sich 
urn das Primende p,, . Dann sind such a,% und a,6 leer. Dies ist such der 
einzige Fall, in dem a,@ oder a& leer ist. 
Wir formulieren noch eine einfache Folgerung aus den bisherigen Uber- 
legungen: 
SATZ. Wenn ein Gebiet in zwei verschiedenen Richtungen konvex ist, so 
besitxt es nur erreichbare Randpunkte und, ausgenommen miiglicherweise den 
Punkt co, keine mehrfachen Begrenzungspunkte und dieser kann ho&tens 
vierfacher Punkt sein. 
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1.6. Jedem endlichen Randpunkt w kommt ein gewisser Wert Re[w] 
zu und fiir verschiedene endliche Punkte in einem Primende #p,, ist dieser 
Wert nach Satz 1.3. und 1.4. immer derselbe. Wir beweisen nun: 
SATZ. Es gibt auf a6 eine bis auf abxiihlbar viele Ausnahmeelemente erkliirte 
Funktion q~ mit den Eigenschaften: 
(i) v(p) = Re w, wenn w E [p], w # a~ 
(ii) Auf einem Weg 1 C 6, der gegen ein Primende strebt, ftir das v(p) 
dejniert ist, ist limes,,r,, Re w = q(p). 
(iii) Bk der zyklischen Ordnung der Primenden (vgl. 1 .l.) ist &I) 
ltings 86 \ a,05 monoton wachsend, kings a6 \ aI6 monoton abnehmend 
im weiteren Sinn. 
Beweis. Zu jedem p E at5 betrachten wir die Gesamtheit der gegen p 
strebenden Wege 1. Jedem kommt eine gewissen Haufungsmenge von 
Re w zu, wenn w langs 1 gegen p strebt. Ihre Vereinigungsmenge ist ein 
abgeschlossenes Interval1 von verschwindender, endlicher oder unendlicher 
Lange. Dieses ordnen wir dem Primende p zu. Damit ist v(p) fiir alle p als 
eine intervallwertige Funktion definiert. 
Der Abdruck jedes Primendes p, ausgenommen pa,, liegt auf einer 
Geraden fU , u E (a, b). Hat p einen endlichen Hauptpunkt, so ist also, 
da fiir jeden gegen p strebenden Weg jeder Hauptpunkt in der Haufungs- 
menge liegt, fur ein solches p v(p) = u. q(p) ist also ein echtes Interval1 
hijchstens fur Primenden 1. Art mit [p] = co und Primenden 2. Art mit 
Hauptpunkt co. Die letztgenannten treten nur in endlicher Anzahl auf: es 
kommen nur die in a@ und a,@ in Betracht. 
Die echten Intervalle q(p) sind die abgeschlossenen Hiillen der Intervalle, 
fiir die 6,(u) = -co oder oder 8z(u) = +co ist. Zu jedem Interval1 mit 
8,(u) = ---CO gehijrt genau ein erreichbarer Randpunkt, dessen Primende 
in a,@ u a,0 u &,O liegt. Zu verschiedenen solchen Intervallen gehijren 
verschiedene Randpunkte. Daher sind die offenen Kerne von q~(p’) und 
I bei p’, p” E a@ \ asO, p’ # p”, punktfremd. Entsprechendes gilt 
fiir 8, . Es gibt also in aiS und a,@ je nur abzahlbar viele p, fur die q,(p) 
ein echtes Intervall, in a,@5 und &,Q, wie oben festgestellt, nur endlich viele. 
Damit ist die Existenz einer Funktion q(p) mit den Eigenschaften (i) und (ii) 
nachgewiesen. Die Eigenschaft (iii) ist ohne weiteres ersichtlich: die Weg- 
systeme, wie sie bei der Definition von v(p) einerseits, bei der zyklischen 
Ordnung der Primenden andererseits benutzt werden, kiinnen iibereinstim- 
mend gewahlt werden. Dann ist klar, da0 z.B. fur p E 86 \ aa0 zum 
splteren Primende in der positiven zyklischen Ordnung ein nicht kleinerer 
Wert von q~ gehijrt. 
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2. KONFORME ABBILDUNC 
2.1. \Vir wollen nun 0 einer konformen Abbildung unterwerfen. Es sei 
zunachst an die in 1.2. getroffene Festsetzung crinnert: 
durch die nur ein trivialer Fall ausgeschlossen wird. Als Bildgebiet 23 in 
der z-Ebene wahlen wir eines der beiden Gebiete 
E. . - (2: I Im a I < I}; 5: --{z:Imz>O}. (12) 
G hat zwei unendlich ferne Randpunkte, die wir mit ox_ und co, bezeichnen. 
Die Abbildung werde durch die Funktion w 2 j(z) vermittelt mit der 
Umkehrung z = f(w). f(a) k ann such fur z E 223 als definiert angesehen 
werden. Ihr Wert ist dann das dem Punkte z entsprechende Primende. 
Damit ist such f(p) fur p E 30 definiert. Wir unterscheiden zwei Fille 
beziiglich 0: 
(a) 80 \ %,0 enthilt mehr als ein Primende. 
(b) aa0 enthilt hiichstens ein Primende. 
(a) und (b) hl l3 SC ie en sich nicht aus; beide Kennzeichen zugleich liegen vor, 
wenn G, = 03 ist und 2,0 oder BbO mehr als ein Primende enthalt. Im 
Falle (b) bezeichne pa das einzige Primende in a,0, oder, wenn a,0 =; 0, 
das Primende 2. Art mit Hauptpunkt co (vgl. 1.5.). Wir wtihlen nun im 
Falle 
(a) 93 == G 
(b) 2~ = b 
f( co-) E a,0, f( co,) E 6,0 
mit den Normierungen 
f(a) =-I Pm * (13) 
Die Xormierungsbedingungen sind nicht vollstandig. 
Wir zeigen: Ref’(z) > 0 in 23 ist notwendig und hinreichend, genauer: 
%TZ. Eine in 23 holomorphe Funktion w = f(z) vermittelt eine schlichte 
konforme Abbildung auf ein in der imagitiren Richtung konvexes Gebiet 0 
gemiip (I 3) dann und nur dann, wenn Re f ‘(a) > 0 in 23 gift. 
Fiir den Beweis beziiglich (a) sei auf die Arbeit [3] verwiesen.’ Im Falle (b) 
wahlen wir zum Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen em beliebiges 
pi E 5,0 mit [p,] # co. Dann ist cp(p,) definiert. Die Normierung IaBt sich 
‘ Das Erscheinen van [3] kurz VW AbschluD der vorliegenden Arbeit gab AnlaD zu 
einer entsprechenden Kiinung. 
KONF. ABB. 1’. CEBIETEN, KONVFX IN EINER RICHTUNG 699 
such durch die erste der beiden folgenden Bedingungen ausdriicken, der 
wir eine weitere zufiigen: 
j(R) = 20 \Pm ; f(O) = PI * 
Wir fuhren einige Bezeichnungen ein. Fur beliebiges h E Iw- sci: 
(14) 
E, : -_ {z : 0 < Im 2 < h}. 
Fur n EN sei 0, diejenige Komponente von 0 n {w : Im w i n}, die von 
der Geraden g,, , u1 = q~(p~), getroffen wird; fur hinreichend groOe n ist 
0, nicht leer. 0, ist konvex in der imaginaren Richtung und es ist 
8,0, E 8,0. Ferner setzen wir: 
und 
L&0, = : S,&{w: Imw : n} 
Es ist 
*, . * = inf Re w, b, : = sup Re w. 
(CES, -%‘ 
0, C {w : a, < Re w < b,}. 
a, + in und 6, + in sind erreichbare Randpunkte an 0, , also Hauptpunkte 
je eines Primendes I. oder 2. Art in 20, , pa, und Pb, . 
Wir bilden nun 0” auf einen Streifen 6,, mit verfiigbar gehaltenem h 
mittels der Funktion w = f”(l) konform ab mit folgenden Normierungen: 
Also ist 
jn(Oc)+) = pb, , fn(o) = PI . (19 
Ein Primende p, das auf der rechten Seite vorkommt, ist Einschrtikung 
eines Primendes aus 80 auf 0n ; in diesem Sinne gilt, da p # Pa , nach (14,): 
Wir setzen nun 
fn(R) Cf(W)* (16) 
g,(a) : = f O j&). 
g, ist eine Abbildung von Gh auff(0,) C 8 und nach (15,), (14s) und (16) 
gilt: 
&I(O) = 0, gn(R) C R* 
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Man kann also g, nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip iiber R hinaus 
analytisch fortsetzen. Der durch Spiegelung an lR aus G’h entstehende 
Streifen heil3e Zh, das durch Spiegelung an g,(R) aus f(Qn) entstehende 
Gebiet sei 5, . Bezeichnen wir die durch die Spiegelung in Zh definierte 
Funktion wieder mit g,L , so ist also 
Die Folge en ist eine Ausschiipfung von (5, f(f5,) also von f(s) = !+j und 
&, eine solche von C. Wir wahlen nun h als Funktion h(n) von n so, daB 
Zh in Bezug auf 0 denselben Bildradius hat wie g,, . Dann ist g;(O) = 1 und 
es gilt: limes,,, h(n) = CO; daher ist such Zh eine Ausschijpfung von C. 
g,(z) konvergiert nach dem Caratheodoryschen Kernsatz gegen Z, gleich- 
maBig in jedem kompakten Teil von C. Daraus folgt: f*(z) -f(z), gleich- 
maDig in jedem kompakten Teil von (Jn Ghtn) = !+j. Jetzt folgt die 
Behauptung nach bekannter SchluBweise aus Re f:(z) > 0, die nach der 
auf Fall (a) beziiglichen Aussage in G1, gilt. 
Damit ist such fur Fall (b) die Notwendigkeit der Bedingung unseres 
Satzes bewiesen. Dal3 sie hinreichend ist, sieht man leicht ein, indem man 
$ durch eine aufsteigende Folge von Halbebenen {Z : Im 2 > m-l}, m E N, 
ausschijpft und beachtet, da13 deren Rand, mit wachsendem Realteil durch- 
laufen, bei Giiltigkeit von Ref’(z) > 0 durch w = f(z) auf eine Kurve mit 
monoton wachsendem Realteil abgebildet wird. 
2.2. Der Satz 1.6. la& sich aufgrund der bekannten Tatsache des 
umkehrbar eindeutigen Entsprechens der Primenden bei konformer 
Abbildung und nach Satz 2.1. so formulieren: 
SATZ. &f(z) eine in eirzem Gebiet B oder 9 (vgl. (I 2)) holomorphe Funktion 
mit Re f ‘(z) > 0, so besitzt sie auf den Randgeraden bis auf abziihlbar viele 
Punkte wohibestimmte Randwerte und die so defnierten Randfunktionen sind 
im weiteren Sinne monoton wachsende Funktionen von Re Z, deren Sprungstellen 
die Ausnahmepunkte sind. 
Man kiinnte diesen Satz such ohne Bezugnahme auf 1. beweisen. Die 
fast tiberall vorhandenen Fatouschen Randwerte von f(z) haben einen 
Realteil mit der im Satz angegebenen Monotonieeigenschaft. Man verpflanzt 
f(z) nach / 4 / < 1 und stellt den Realteil der neuen Funktion F(c) mittels 
des Poissonschen Integrales dar, zunachst unter der Voraussetzung eines 
beschrankten Re F(&‘). Die bekannten Eigenschaften monotoner Funktionen 
sowie des Poissonschen Integrales ergeben die Behauptungen des Satzes. 
Bei unbeschranktem Re F(c) werden einige zustitzliche uberlegungen 
erforderlich. 
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Man kann aus Satz 2.2. und dem ebenfalls von 1. unabhingigen Satz 2.1. 
riickwarts einige Ergebnisse aus 1. gewinnen, aber nicht die detaillierte 
Einsicht in die Randstruktur. 
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